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1. Bevezetés

"Ez a hosszira nétt fejezet sok tekintetben a lelke az egész konyvnek; az eddigiek megtanu-
lasa — bar minden része 6nmagaban is fontos — mintha csak azt készitené els, hogy az olvasd
az itt kovetkezbket kdnnyebben megértse.” — irja Geszti Taméas "Kvantummechanika” cimi
konyvében [1] a 15. fejezet elején. A fejezet a tobbrészecskerendszerek kvantummechanikéja-
nak leirasarol szol és az dsszefonodds jelenség szemléltetésével kezdSdik. Ahelyett, hogy itt
megismételnénk azt az elgondolkodtaté megkozelitést, javasoljuk a kényv olvasgatasat [2].

A mérés célja a kvantummechanika egyik legellentmondésosabb kiévetkezményének, a
kvantum-dosszefondddsnak a vizsgalata. A kvantum-Osszefondédas témaja a klasszikus és
a kvantumfizika kozotti eltérés kozéppontjaban all: az Osszefonddés a kvantummechanika
egyik {6 jellemzGje, amely hidnyzik a klasszikus mechanikabol. Az 6sszefon6das nem kizaro-
lag elméleti szempontbol érdekes, hanem szémos mai és jovébeni alkalmazasnak az alapjaul
szolgal. A kvantumszamitogépek, a kvantum titkositas, a kvantum teleportacio, ugy altala-
ban a kvantuminformatika mar megvalosult és még kisérleti stadiumban 1év6 részei mind a
kvantum-osszefonodast hasznaljak ki [3].

A jelenség akkor kévetkezik be, amikor részecskék egy csoportja ugy jon létre vagy 1ép
kolesonhatésba egymaéssal, hogy kvantumallapotuk mér nem irhatoé le a tobbi részecske al-
lapotéanak figyelembevétele nélkiil. Még akkor sem, ha ezek a részecskék térben idékdzben
eltavolodnak egymastol. Tankonyvi példa erre két részecske, amiknek keletkezésekor a fizi-
ka torvényei el6irjak, hogy a teljes spiniik nulla kell legyen és az egyik részecske spinje az
oramutatd jarasaval megegyezd iranyban van egy adott tengelyen, akkor a masik részecske
spinje, ugyanezen a tengelyen mérve, az 6ramutatd jarasaval ellentétes irdnyban van. Ez a
viselkedés azonban paradoxnak ting hatasokat eredményez: egy részecske tulajdonsagainak
barmilyen mérése az adott részecske hullamfliggvényét visszafordithatatlanul 6sszeomlaszt-
ja, és megvaltoztatja az eredeti kvantumallapotot. Az Gsszefonodott részecskék esetében az
ilyen mérések az dsszefonodott rendszer egészére hatnak!. Ez latszolag ellentmondasban &ll

!Felmeriil a kérdés, hogy mekkora sebességgel omlik dssze a hullamfiiggvény? Esetleg gyorsabban, mint
a fénysebesség? Képzeljik el, hogy egy hegységben kirandulunk, de letériink az 6svényrél és nem talaljuk
a turajelzéseket. Mérhetetleniil eltévediink, egy ponton mér csak abban lehetiink biztosak, hogy valahol
az erd6ben vagyunk. A térképet nézegetve egy hatalmas kiterjedt teriileten beliil vagyunk, valahol. Aztan
egyszercsak meglatunk egy tablat, ami azonnal tokéletes pontossaggal vilagossa teszi szamunkra, hogy hol
vagyunk. Az eddigi bizonytalan allapotunkat leir6 ,hullamfiiggvény” milyen sebességgel omlott 6ssze?



a fizika egyik legtobbet és legalaposabban ellenérzott elméletének axiomaival: a speciélis
relativitaselméletével. Ez pedig nem mas, mint a lokalitas.

Fizikaban a lokalitas elve azt mondja ki, hogy egy targyat csak a kozvetlen kornyezete
befolyasol. A koncepcié lényege, hogy ahhoz, hogy az egyik ponton végbemend hatas egy
mésik pontra is hatéssal legyen, a pontok kozotti térben valaminek — példaul egy mezdének
— kozvetitenie kell a hatast. A hatas kifejtéséhez valaminek, példaul egy hullamnak vagy ré-
szecskének, at kell haladnia a két pont kozotti téren, és a hatast tovabb kell vinnie. Latszolag
ez az elv sériil az Osszefonddés kovetkeztében.

Ez a paradoxon vezette Boris Podolskyt és két szerzdétarsat, Nathan Rosent és Albert
Einsteint, hogy 1935-ben publikéljak ,, Teljesnek tekinthetd-e a fizikai valosdg kvantumme-
chanikai leirdsa?’? cim munkajukat. A fent emlitett két részecskés gondolatkisérlethez
nagyon hasonl6 szcenariot vazoltak fel és publikiaciojukban amellett érveltek, hogy a kvan-
tummechanika lefrasa nem lehet teljes. Miel6tt a két részecske eltavolodott volna egymaéastol
mér elddlt, hogy kinek milyen spin orientécid jut, csak nem ismerjiik az elméletet rendesen.
Vannak olyan rejtett paraméterek, amelyeket még meg kell ismerniink. A kvantummechani-
kanak ezen teljesség kérdése Einsteint halaldig foglalkoztatta és nem békélt meg vele. Egyik
leghiresebb megnyilvanulasa a kérdésben a kdvetkez6: ” A kvantummechanika nagyon is tisz-
teletre mélto. De eqy belsd hang azt sugja nekem, hogy ez mégsem az igazi. Az elmélet sokat
nyijt, de aligha visz kizelebb az Oreg titkdhoz. Mindenesetre meg vagyok gqydézédve arrdl,
hogy O nem kockajdtékos.”>.

A rejtett paraméterek elmélete megoldast nyujt ezekre a latszolagos ellentmondasokra,
mint amilyen az Osszefonodas is. Matematikai megfogalmazéasa szerint a kvantummecha-
nika nem determinisztikus, ami azt jelenti, hogy altalaban nem tudja biztosan megjosolni
egyetlen mérés kimenetelét sem. Ehelyett azt jelzi, hogy a mérések kimenetelének milyen
valdszintiségei vannak, a megfigyelhet6 mennyiségek meghatarozatlansdgat pedig a bizony-
talansagi elv korlatozza. Felmeriil a kérdés, hogy vajon nem rejtézik-e a kvantummechanika
mogott valamilyen mélyebb valosag, amelyet egy olyan alapvetébb elmélettel kellene leirni,
amely minden mérés kimenetelét mindig bizonyossaggal meg tudja josolni: ha minden egyes
szubatomi részecske pontos tulajdonsagai ismertek lennének, akkor az egész rendszer ponto-
san modellezhetd lenne a klasszikus fizikdhoz hasonlé determinisztikus fizikaval. Mas szoval
elképzelhets, hogy a kvantummechanika a természet hianyos leirasa. A valtozok ,rejtett”
valtozoként valo megjelolése a fizikai leiras szintjétsl figg (igy példaul, ha egy gazt hémér-
séklet, nyomas és térfogat alapjan irunk le, akkor a gazban 1évs egyes atomok sebességei
rejtett valtozok lennének). Fzen rejtett paraméterek elméletének tisztazasara fogalmazta
meg John Stewart Bell a réla elnevezett egyenlGtlenségeket.

A Bell-tétel szerint, ha a természet valoban a helyi rejtett valtozok elméletének megfe-
lelen miikodik, akkor a Bell-teszt eredményei egy bizonyos, szamszertsitheté médon korla-
tozottak lesznek. Ha egy Bell-tesztet laboratéoriumban végeznek el, és az eredmények nem
ilyen modon korlatozottak, akkor azok nem allnak Osszhangban azzal a hipotézissel, hogy
lokalis rejtett valtozok léteznek. Az ilyen eredmények azt az allaspontot tdmasztanak ala,
hogy a kvantummechanika jelenségeit nem lehet a természet egy olyan alapvetSbb leirasaval
magyarazni, amely jobban megfelel a klasszikus fizika szabalyainak.

2"Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality be Considered Complete?” [4]
3Melyre valaszul Niels Bohr csak annyit mondott: ,Ne tessék megmondani Istennek, hogy mit csinaljon...”



2. A Bell-CHSH-egyenl6tlenség szarmaztatasa

Ezen méréslefrasnak nem célja a CHSH-egyenl6tlenség? bizonyitasa, csak szemléltetni pro-
baljuk, hogy mirdl van sz6. Az EPR-paradoxonban és annak Bell-féle atirasaban is az a
kiindulas, hogy két megfigyel6 — Alice és Bob — végez mérést a részecskepar feléjiik hala-
do6 tagjan, amely mérések kimenetele +1 lehet. FEredetileg a konkrét megfontolasok feles
spini részecskék spinjének mérésérdl szoltak, kiilonbozé bazisban — azaz a Stern—Gerlach-
kisérletben a magnesek iranyat valtoztatva. Az azdta megvalosult mérések nagyrészt fotonok
polarizacidjat mérték.

Ha Alice és Bob két-két mérést végez, amik rendre A, A’, B, B’ eredményt adnak, akkor
nem nehéz latni, hogy teljesiilnek az alabbi egyenléségek:

AB—- AB' + AB+ A'B'=A(B—B)+ A(B+ B')=+2 (1)
AB—AB —AB—-AB =AB-B)-A(B+DB)=+2, (2)

hiszen a zarojelben szereplé B— B’ vagy B+ B’ egyike zérus. Tegytik fel, hogy a mérések el6tt
pla,a’,;b,V') annak a (klasszikus) valoszintisége, hogy a rendszer olyan allapotban, amiben
A=ua A =d, B=>bés B =10 lesz a mérések eredménye, ahol ezek a valoszintiségek
magukban foglaljak az esetleges rejtett valtozokat, illetve attol is fiiggnek, hogy Alice és Bob
hogyan preparaljak az éallapotokat. Ha E() az adott mennyiség atlagat jeloli, akkor nem
nehéz belatni, hogy:

E(AB— AB'+ AB+ A'B') = > p(a,d,b,V')(ab— ab' + a'b+ d't) <

aa’bb!

< Z pla,d’;b,b) -2 =2, (3)

aa’bb’

valamint:

E(AB - AB'+ AB+ A'B') = Z pla,a’,b,b")ab — Z pla,a’, b, b)ab' +

aa’bb’ aa’bb’
+ Z pla,a’,b,b)a'b + Z pla,a’,b,b")d'b) =
aa’bb’ aa’bb’
— E(AB) — E(AB) + E(A'B) + E(A'B)). (4)

Ezekbdl kaphatd a Bell-CHSH-egyenl6tlenség egyik alakja:

S =E(AB) —-E(AB') +E(A'B) +E(A'B’) < 2. (5)
Teljesen hasonloan a (2) alakbol kiindulva azt kapjuk, hogy

S =E(AB) —-E(AB') —E(A'B) - E(A'B’) < 2. (6)

Szamos kvantummechanika konyvben megtalalhato, hogy a feles spint részecskékre ezek a
varhato értékek E(AB) = —ab, ha a, b a Stern—Gerlach-kisérletben a méagneses tér iranyaba

4a szerzék nevének kezddbettibél: J.F. Clauser; M.A. Horne; A. Shimony; R.A. Holt [5]
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mutato egységvektorok. Némi algebréval belathato, hogy a két-két iranyvektor megvélaszt-
hato gy, hogy minden varhatoérték 1/v/2 nagysagu legyen a megfelels elGjelekkel és igy
S = 2v2 > 2 értéket kapjunk, ami sérti a Bell-egyenlGtlenséget, tehat el kell vetniink a
rejtett paraméteres elmélet hipotézist.

Kisérletekben az atlagok mérését tigy érdemes venni, hogy abban a detektorok tokéletlen-
ségét kikiiszoboljiik (masképpen esély sem lenne a Bell-egyenlStlenség megsértésére). Ehhez
az az eljarés, hogy az aldbbi korelécidt szamoljuk ki:

N+_|_ - N+_ — N_+ + N__

E(AB) = 7
(4B) Niy+N,_ +N_,+N__’ (")

ahol Ny azon beiitésszamok, amikor az A és B detektorok koincidencidban megszolalnak
(azaz a par mindkeét tagjat sikeriil detektalnunk), a + pedig a mérés eredményeknek felel meg
az egyes bazisokban (a spinek esetén ez a A illetve B bézissal parhuzamos illetve ellentétes
irdnyu spinvetiiletet jelenti, a fotonok esetén pedig a polarizacios irannyal parhuzamos illetve
merdleges polarizacioju foton detektéalasok — az egymaést kizaro események — szamat jeloli).
A nevezdébeli normalas az Osszes eseményt jelenti, mig a szamlaloban pozitiv elGjellel vannak
azon eredmények, amikor mindkét detektoron ugyanazt az eredményt kaptuk és negativval
az ellentétes eredmények. Ennek a felirdsnak nagy elénye, hogy a ,tokéletlen” detektorokkal
is j0 eredményt ad.

3. Az S és S paraméterek kiszamitasa

A fotonok polarizacidjat leirhatjuk az optika elGadason megtanult Jones-vektorokkal. A
szokasos bazisvéalasztéassal a kivetkez§ jeloléseket vezethetjiik be egyfoton allapotokra:

| H) = (3) illetve | V) = (?) (8)

A kétfotonos allapotokat az egyfotonos allapot tenzorszorzataként irhatjuk fel, azaz példaul:

m=(0), 2 (),

ami olyan kétfoton allapotot ir le®, amiben az elsé foton polarizicitja horizontélis (H), a
maéasodik foton polarizacidja vertikalis (V). Az alabbi négy, teljesen Gsszefont allapotot Bell-

(9)

o O = O

5Ez az allapot egyébként sértené a kvantummechanika egyik posztulatumat, miszerint a részecskék meg-
kiilonboztethetetlenek.



allapotnak szokas nevezni:

1 1

V2| HH)+V2|VV)Y 1 |o V2| HHY-V2|VV) 1 [0
(b+: = — @7: = —

2 V2 |0 2 V2l o

1 -1

0 0

V2 HVY +V2|VH) 1 |1 V2| HV) -2 |VH) 1 |1
\I[+: = — \I/_: e

2 V2 |1 2 V2 | -1

0 0

Ezek az allapotok azért teljesen Gsszefonddottak, mert a benniik a két allapot egyenld
stullyal szerepel (Példaul a % | HH) + \/75 | VV) kombinaci6 is egy Osszefonodott allapotot
irna le, de ebben részleges az Osszefonodas).

A forrasunk a fenti Bell-allapotokat allit el6. A mérés ebben az esetben polérsztirGk utan
helyezett detektorokkal torténik. A polarsziir6 hatasat Jones-matrixokkal irhatjuk le. Egy
tetszbleges irdnyu polarsziiré Jones-matrixa a kovetkezéképpen irhato fel:

P (cosa —sinoc) _ (1 0) . ( COS (v sina) B ( cos? () sin («) cos (a))
¢ \sina cosa 0 0 —sina cosa)  \sin () cos (@) sin? (a) '
(10)
A detektor pedig az allapottal szendvicselt varhatoértéket méri — azaz ekkora valoszini-

séggel fogja detektalni a fotonunkat (a gyakorlatban természetesen ennél ritkdAbban a toké-
letlensége miatt, de ezt a fent leirt modon kiejtjik):

(H| P, | H) = cos’a. (11)

A kétfotonos esetben, ha mindkét foton utjaban van egy-egy polarszirg (« illetve 3 ira-
nyt), akkor kétfotonos allapotok terén hato Jones-matrixot a két megfelels egyfotonos Jones-
matrix tenzorszorzataként irhatjuk felS:

PP P — cos? (o) Py sin () cos (a)Pg) (12)
B a8 sin () cos (o) Ps sin? (o) Ps
cos? (a) cos? (8) sin (B) cos? (a) cos (8) sin (@) cos () cos? (B) sin (o) sin (B) cos (a) cos (B)
o sin (ﬁ)cos2 (a) cos (B) sin? (B) cos? (o) sin () sin (B) cos () cos (B) sin () sin? (B) cos (e)
- sin () cos (a) cos? (B) sin (o) sin (B) cos (a) cos (B) sin? (a) cos? (B) sin? (a) sin (8) cos (8)
sin () sin (B) cos (a) cos (B) sin (@) sin? (8) cos (@) sin? (a) sin (8) cos (8) sin? (a) sin? (8)
Egy mérés eredménye a polarsztirék utan, ha a &, Bell-allapotu fotonparral mériink:
2
cos?(a — 3)

(@ | Poy| 0,y = 2020 (13)

amit kaptunk, az megfelel az AB mérésre vonatkozo (7) kifejezésben szereplé N, , beiités-
szamnak (ahol Alice o, Bob [ szogre allitotta a polarsziirgjét). Ha példaul az N_ -t sze-
retnénk meghatarozni, akkor az a helyett o + 7/2 szogre kell allitanunk a polarsziirénket.

6 Kérdés: Hogyan lehet eljarni, ha csak ez egyik foton ttjaba tesziink polarsztirét, de kétfotonos allapotokat
akarunk vizsgalni? Ilyenkor hogyan lehet a 2 x 2-s Jones-matrixot a 4 komponensi Jones-vektorra hattatni?



Ha a (7)-ban az Osszes tagot kiszamoljuk, akkor az E(AB) = cos(2a — 23) eredményt kap-
juk, amit behelyettesithetiink az (5) definicioba, és végiil az S paraméterre a lenti kifejezés
adodik:

S = cos (2a; — 201) — cos (2a1 — 232) + cos (2an — 2/31) + cos (2 — 2[35), (14)

ahol Alice az ay és ay, mig Bob a (i és [y bézisokban mér és az eredmény a &, Bell-
allapotra vonatkozik. Némi trigonometriaval belathato, hogy meg lehet a négy szoget tgy
valasztani, hogy minden tag 1/4/2 nagysagi lesz, és az elGjelek olyanok lesznek, hogy az
Osszeg S = 2v/2 > 2, ami a Bell-egyenletlenség megsértése. Belathato, hogy ebben a mérési
elrendezésben ez a Bell-egyenlGtlenségek elvileg elérhets legnagyobb megsértése. Ehhez a

szokésos valasztas:

a; =0 ay =7 B =

0]y

By =31 (15)
A tovdbbiakban a mérés sordn a bazisban fogunk dolgozni. Konnyen ellendrizhetd, hogy
ebben a bazisban a ®, Bell-dllapotra S = 0 adodik.

A Bell-egyenlStlenség megsértésének erdsségét a kovetkezd Osszefliggéssel szoktak jelle-
mezni:

_5-2

na = AS

ahol AS a mért S érték szorasa. Ha a na < 0, akkor nincs sértés, egyébként pedig azt

mondja meg, hogy a mért S érték a szoras hényszorosaval esik az S = 2 hatéar folé. A AS

meghatarozasdhoz azt kell tudnunk, hogy a fotonok a forrasbol Poisson-statisztika szerint

érkeznek, azaz egy adott N beiitésszamra a szoras v N. Ezt a hibaterjedés torvényével végig

lehet vezetni és megkapni S hibajat.

Szdmoldsi feladat: hatérozzuk meg a tobbi Bell-allapot esetén az S és S értékeket a labor

honlapjan talalhato jupyter notebook moédositasaval vagy papiron ©!

(16)

4. A spontan parametrikus lekonvertalas

Az osszefonodott fotonparokkal végezhetd mérések kulcsa a spontén parametrikus lekonver-
talas (angolul: spontaneous parametric down-conversion, SPDC) folyamat, a mérés soran a
qutools ilyen eszkozét fogjuk hasznalni. Az SPDC folyamat legfontosabb része egy kiilonle-
ges nemlineéris optikai kristaly, a S-barium-borat (BBO). Egy 405 nm hullamhossza, nagy
teljesitményd UV diddalézer, az ugynevezett pumpéld 1ézer nyaldbot fokuszalnak ebben a
kristalyban. Ha a pumpal6 nyalab polarizacidja és a BBO-kristaly tengelye olyan modon
illeszkedik egyméshoz, amely egyszerre lehetévé teszi az energia- és impulzusmegmaradést,
akkor a pumpélt fotonok egy része két alacsonyabb energidju, 810 nm-es kozeli infravoros
fotonna alakul at. Ezek a lekonvertalt fotonok aztén az tigynevezett emisszios kip ellentétes
oldalain lépnek ki, és fotonpart alkotnak. Bar az atalakulasi arany alacsony (100 milliard
pumpalt fotonbol csak kb. 1 alakul at), ezek a fotonpéarok igen hasznosak, hiszen amikor az
egyik oldalon egy fotont figyeliink meg, tudjuk, hogy a masik oldalon is lennie kell egynek!
A tarsfoton altal ,bejelentett” (angolul: "heralded”) egyfoton-forrasok aztan felhasznalhatok
a tovabbi kisérletek soran.

Még érdekesebbé valik a rendszer, ha egy masik BBO kristallyal kiegészitjiik, amely-
nek optikai tengelye meréleges az elsére, a pumpéld 1ézer polarizaciojat egy félhullamlemez
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1. abra. A spontan parametrikus lekonvartalas sematikus rajza. Erdemes megnyitni az alabbi
linket, ahol animéacié6 mutatja be az SPDC folyamatot: qutools.com.

(HWP) alkalmazasaval forgatjuk el. A két itterbium-vanadat (YVO) kristaly szerepe a
megfelels késleltetés behangolasa ahhoz, hogy két kristalybol szarmazé fotonpéarok koherens
modon atfedjék egymast, igy nem lehet megkiilonboztetni az elsé vagy a méasodik kristalybol
szarmaz6 parokat. A forrasbol kijovs fotonpar fotonjai kézott polarizacids 6sszefon6das jon
létre. Ezt az Osszefonodast tesztelhetjiik a Bell-egyenltlenségekben szereplé mennyiségek
mérésével.

5. A mérés menete

A méréberendezés fényképe és véazlata a 2. abran lathat6. Az SPDC forrasbol kijovs nya-
labok elé egy-egy forgathaté polarsziirGt helyeziink. Mindkét nyalabot egy tivegszal csa-
tolo vezeti az optikai kabelbe, amin a fotonok a kétcsatornéas koincidencia (egyfoton) de-
tektorba jutnak. A mérés soran kiilonb6z6 6sszefont fotonparokat fogunk vizsgalni, a Bell-
egyenl6tlenségnek megfelels legjobb bazist alkalmazva. Ehhez Alicenak és Bobnak (ami itt
a két kiilon nyalabnak felel meg) két-két bazisban kell mérnie. A kivalasztott béazis esetén az
adott polarizacio és a ra merdleges polarizacios irany az egymast kizard események. Osszesen
tehat 16 polarsziirg allasban kell a koincidencidkat feljegyezniink, amibdl a (7) korrelaciok
kiszamolhatoak és az S illetve S kifejezések az (5) és a (6) adodnak. A mérési feladatokrol
és a miszer kezelésérdl a helyszinen részletes leiras lesz.
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